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дите радиус окружности, касающейся 
всех трех полуокружностей, если из-
вестно, что ее центр удален от прямой 
АС на расстояние, равное а.

2427. Площадь трапеции ABCD 
равна S, отношение оснований — 
AD : ВС = 2 : 1 .  Отрезок MN располо-
жен так, что он параллелен диагонали 
BD , пересекает диагональ АС, а отре-
зок AM  параллелен отрезку CN. Най-
дите площадь четырехугольника 
AM/VD, еслиСЛ  ̂: А М = 3 :  1 ,B D :M N  = 
= 6 : 1 .  (Найдите все решения.)

11. КООРДИНАТЫ. ВЕКТОРЫ

2428. Точка М(х0; у0) — середина 
отрезка с концами в точках А(хг; уг) и 
В(х2; г/2)- Докажите, что

= У1+У2

2429. Пусть М  — середина отрезка 
АВ, О — произвольная точка. Дока-

жите, что ОМ = | (ОА 4- О В  ).

2430. Даны точки А(—1; 5)иВ(3; -7). 
Найдите расстояние от начала коорди-
нат до середины отрезка АВ.

2431. Даны точки А(3; 5), В (- 6 ; -2 ) 
и С(0; -̂6). Докажите, что треугольник 
ABC — равнобедренный.

2432. Даны точки А(2; 4), В(6 ; -4 ) и 
С(—8 ; - 1). Докажите, что треугольник 
ABC — прямоугольный.

2433. Даны точки А(0; -2 ), В (-2 ; 1), 
С(0; 0) и £>(2; -9 ) . Укажите те из них, 
которые лежат на прямой 2х — Зу 4- 7 = 
=  0 .

2434. Составьте уравнение прямой, 
проходящей через точку М (-3, 1) па-
раллельно: а) оси х; б) оси у .

2435. Составьте уравнение прямой, 
проходящей через точку М (-3 ; 2) па-
раллельно прямой 2х -  Зу 4- 4 = 0.

2436. Составьте уравнение прямой, 
проходящей через точку пересечения

прямых Злг4-2г/-5 = 0их- 31/Ч-2 = 0 
параллельно оси ординат.

2437. Найдите радиус и координа-
ты центра окружности, заданной 
уравнением:

б) х2 + у2 -  2(х -  Зу) - 1 5  = 0;

в) х2 + у2 = х + у + | .

2438. Дан правильный шести-
угольник ABCDEF. Известно, что

АВ = а , AF  = b . Найдите векторы

AD , B D , FD  и В М , где М — середи-
на стороны EF.

2439. На рис. 97 дана точкаМ (-1,3). 
Найдите координаты точки, симмет-
ричной точке М относительно: а) оси х; 
б) оси у; в) начала координат; г) точки 
К (3; 1); д) биссектрисы I  и I I I  коорди-
натных углов; е) биссектрисы I I  и IV  
координатных углов.

2440. Найдите координаты вершин 
треугольника, стороны которого лежат 
на прямых 2x4-£/- 6 = 0,  х-г/ + 4 = 0 
и у 4- 1 = 0 .

2441. Даны точкиА(-2; 2), В (-2 ; -2 ) 
иС(6 ; 6). Составьте уравнения прямых, 
на которых лежат стороны треуголь-
ника ABC.
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2442. Даны точки А(4; 1), Б ( - 8 ; 0) и 
С(0; - 6). Составьте уравнение прямой, 
на которой лежит медиана AM  тре-
угольника ABC.

2443. Докажите, что точки А(-1; -2), 
Б(2; -1 )  и С(8 ; 1) лежат на одной пря-
мой.

2444. Даны точки А (-2; 0), Б(1; 6), 
С(5; 4) и В(2; —2). Докажите, что четы-
рехугольник ABCD — прямоугольник.

2445. Найдите расстояние между 
точкой А(1; 7) и точкой пересечения 
прямых х - у - \ = 0 п х  + З у - 1 2  = 0.

2446. Даны точки А(0; 0), Б (-2 ; 1), 
С(3; 3), D(2 ; -1 ) и окружность (х -  I )2 4- 
+ (У + З)2 = 25. Выясните, где располо-
жены эти точки: на окружности, вну-
три или вне окружности.

2447. Точка М  делит сторону ВС

треугольника ABC в отношении =

2 —  ̂ -> —* ^= -  . Известно, что А В = а  , АС = b .
5

Найдите вектор A M .
2448. Даны точки А (-2; 1), Б (2; 5) 

и С(4; —1). ТочкаХ) лежит на продолже-
нии медианы AM  за точку М, причем 
четырехугольник ABDC — параллело-
грамм. Найдите координаты точки D .

2449. Окружность с центром в точ-
ке М (3; 1) проходит через начало коор-
динат. Составьте уравнение окруж-
ности.

2450. Пусть AAj, В В 1у ССг — меди-
аны треугольника ABC. Докажите,

что ААг 4- В В г 4- CCi = 0 .
2451. Пусть М — середина отрезка 

АВ, М х — середина отрезка АгВ г. До-

кажите, что ММ\ = | (ААХ 4- Б Б Х ).

2452. Пусть М — точка пересече-
ния диагоналей АС и BD  параллело-
грамма АБСБ, О — произвольная точ-
ка. Докажите, что

ОМ = -(О А  + О В  + О С  + OD).
4

2453. М 19 М 2, ..., М6 — середины 
сторон выпуклого шестиугольника 
АгА2..Л е. Докажите, что существует 
треугольник, стороны которого равны 
и параллельны отрезкам М ХМ2, 
М 3М4,М 5М 6.

2454. Две взаимно перпендикуляр-
ные хорды АВ  и CD окружности с 
центром О пересекаются в точке М. 
Докажите, что

ON = | (ОА + ОВ +О С  + OD).

2455. Даны точки А (-6 ; -1 ) , Б(1; 2) 
и С (-3; -2 ). Найдите координаты вер-
шины М параллелограмма АВМС.

2456. Докажите, что прямые, за-
данные уравнениями у = k xx  4- 1г и 
у = k2x 4- 12у перпендикулярны тогда и 
только тогда, когда k ^ 2 = -  1 .

2457. Пусть М — точка пересече-
ния медиан треугольника ABC. Дока-

жите, что МА 4- M B  4- МС = 0 .
2458. Пусть М — точка пересече-

ния медиан АА19 В В г и ССХ треуголь-
ника АБС. Докажите, что

МАх 4- МВх 4- МСх = 0 .

2459. Даны два параллелограмма 
ABCDnA^B^CyD^ у которых О и Ох — 
точки пересечения диагоналей. Дока-
жите равенство:

ОО, = i  (АА, + В В ,  + СС, + DD, ).

2460. Даны точки А(0; 0), Б(4; 0) и 
С(0; 6). Составьте уравнение окруж-
ности, описанной около треугольника 
АБС.

2461. На продолжениях сторон тре-
угольника АБС взяты точки Ах, Бх и Сг

так, что АБх = 2 А Б , ВС\ = 2БС и

САх = 2А С. Найдите площадь тре-
угольника АхБхСх, если известно, что 
площадь треугольника АБС равна S.
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2462. Пусть точки Al9 Б х, Сг — се-
редины сторон ВС у АС и АВ  треуголь-
ника ABC (рис. 98, а, б). Докажите, что 
для любой точки О выполняется ра-
венство

ОАл 4- O Bi + OCi = О А  + О В + О С .

2463. Пусть М  — точка пересече-
ния медиан треугольника ABC, О — 
произвольная точка. Докажите, что

ОМ  = |(OA + ОВ + ОС).

2464. Найдите длину хорды, кото-
рую на прямой у = Зх высекает окруж-
ность (х  4- I )2 4- (у -  2)2 = 25.

2465. Докажите, что прямая Зх -  
-  4у 4- 25 = 0 касается окружности х2 4- 
4- у2 — 25, и найдите координаты точки 
касания.

2466. Составьте уравнение окруж-
ности, касающейся осей координат и 
проходящей через точку А(2; 1).

2467. Найдите координаты точек 
пересечения окружностей (х -  2)2 4- 
4- (у -  10)2 = 50 идс2 4- у2 4- 2( х - у ) -  18 = 
= 0 .

2468. Даны точки А (-6 ; 1)и Б (4; 6). 
Найдите координаты точки С, деля-
щей отрезок АВ в отношении 2 : 3, счи-
тая от точки А.

2469. Даны точки А(5; 5), Б(8 ; -3 )  и 
С (-4; 1). Найдите координаты точки

пересечения медиан треугольника 
АБС.

2470. Даны точкиА(-1; 3),Б (1; -2 ), 
С(6 ; 0) и D(4; 5). Докажите, что четы-
рехугольник ABCD — квадрат.

2471. Известно, что прямая с угло-
вым коэффициентом k проходит через 
точку М(х0; г/0). Докажите, что ее 
уравнение имеет вид у -  у0 = k(x -  х0).

2472. Известно, что прямая прохо-
дит через точки М (хг; уг) и N(xz; i/2)* 
причемх^ФХчъу^Фуъ* Докажите, что

У ~ У 1 х - х лее уравнение имеет вид   = ------   .
У 2 - У 1  Х2 ~ Х1

2473. Составьте уравнение окруж-
ности, проходящей через точки А(-1; 1), 
Б(9; 3) и С(1; 7).

2474. Даны точки А (-2; 3), Б(2; 6), 
С(6 ; -1 )  и D(~3; -4 ). Докажите, что ди-
агонали четырехугольника ABCD вза-
имно перпендикулярны.

2475. Составьте уравнение прямой, 
проходящей через точку М (-1; 4) пер-
пендикулярно прямой х -  2у 4- 4 = 0.

2476. Даны точки А(6 ; 1), Б (-5 ; -4 ), 
С (-2; 5). Составьте уравнение прямой, 
на которой лежит высота треугольни-
ка АБС, проведенная из вершины А.

2477. С помощью метода координат 
докажите, что суммы квадратов рас-
стояний от произвольной точки плос-
кости до противоположных вершин 
прямоугольника равны между собой.

Рис. 98
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2478. Пусть М  и N — точки пересе-
чения медиан треугольников АБС и 
PQR соответственно. Докажите, что

M N = i  (АР + B Q +  CR).О
2479. Докажите, что существует 

треугольник, стороны которого равны 
и параллельны медианам данного тре-
угольника.

2480. Составьте уравнение прямой, 
проходящей через точку А(0; 7) и ка-
сающейся окружности

( х -  15)2 + ( у -  2) = 25.

2481. Даны точкиА(5; -1 ) , Б(4; -8 ), 
С(-4; -4 ) . Найдите координаты точки 
пересечения высот треугольника ABC.

2482. С помощью метода координат 
найдите геометрическое место точек 
плоскости, разность квадратов рас-
стояний от которых до двух данных 
точек постоянна.

2483. Докажите, что расстояние от 
точки М (х0; i/0) до прямой, заданной 
уравнением ах  + by + с — 0, равно 
|g*o + bt/0 + c|

2484. Составьте уравнение окруж-
ности с центром в точке М(3; 2), ка-
сающейся прямой у = 2х + 6.

2485. Точка М  лежит на прямой 
Зх -  4i/ + 34 = 0, а точка А — на окруж-
ности х2 + у2 -  Зх + 2у -  8 = 0. Найдите 
наименьшее расстояние между точка-
ми М и  А.

2486. Найдите расстояние между 
параллельными прямыми у = —Зх + 5 
н у  — - З х -  4.

2487. Даны две точки А(хг; уг) и 
В (х2т, У2) и неотрицательное число X. 
Найдите координаты точки М  луча 
АВ, для которой AM : АВ  = X.

2488. Даны треугольник ABC и

точка М. Известно, что МА + M B  + 

+ МС = 0 . Докажите, что М  — точка

пересечения медиан треугольника 
ABC.

2489. Даны точки А и Б. Найдите 
геометрическое место точек М, для ко-
торых AM  = 2 БМ .

2490. Даны точки А, Б  и положи-
тельное число d. Найдите геометри-
ческое место точек М, для которых 
AM2 + БМ 2 -  d .

2491. На диагоналях АС и СЕ пра-
вильного шестиугольника ABCDEF 
взяты точки М  и N соответственно та-
кие, что AM : АС = CN : СЕ = X. Из-
вестно, что точки Б, М и 7V лежат на 
одной прямой. Найдите X.

2492. Докажите, что при произ-
вольном выборе точки О равенство

ОС = &ОА + (1 -& )О Б  является необ-
ходимым и достаточным условием 
принадлежности различных точек А, 
Б , С одной прямой.

2493. Стороны параллелограмма 
разделены по обходу в равных отноше-
ниях. Докажите, что точки деления 
служат вершинами параллелограмма, 
а центры этих параллелограммов сов-
падают.

2494. В четырехугольнике ABCD 
точка Е  — середина АБ, К  — середина 
CD. Докажите, что середины отрезков 
А К У СЕ у В К  и DE являются вершина-
ми параллелограмма.

2495. На сторонах треугольника за-
даны точки, которые делят стороны в 
одном и том же отношении (в ка-
ком-либо одном направлении обхода). 
Докажите, что точки пересечения ме-
диан данного треугольника и тре-
угольника, имеющего вершинами точ-
ки деления, совпадают.

2496. В выпуклом пятиугольнике 
ABCDE с единичными сторонами сере-
дины Б, Q сторон АБ, CD и середины S, 
Т сторон ВС у DE соединены отрезками 
PQ и ST. Пусть М n N  — середины от-
резков PQ и ST. Найдите отрезок MN.
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2497. Проведены четыре радиуса 
ОА, ОБ, ОС и OD окружности с цент-
ром О. Докажите, что если

ОА 4- ОБ 4- ОС 4- OD =  б  ,

то ABCD — прямоугольник.
2498. Дан квадрат ABCDy сторона

которого равна 4^/2 . Точка О выбрана 
в плоскости квадрата так, что О В  = 1 0 , 
OD = 6. Найдите угол между вектором 
ОВ и вектором, направленным из точ-
ки О в наиболее удаленную от нее вер-
шину квадрата.

2499. Дан квадрат ABCD, сторона 
которого равна 8. Точка О выбрана в 
плоскости квадрата так, что ОВ =

= 10 J2. у OD = 6 л/2 . Найдите угол меж-
ду вектором О В  и вектором, направ-
ленным из точки О в ближайшую к 
ней вершину квадрата.

2500. Пусть Н  — точка пересече-
ния высот треугольника ABC, О — 
центр описанной окружности. Дока-
жите, что

ОН = ОА + О В  + ОС.

2501. Точки М, К  у N и L  — середи-
ны сторон АВ, ВС у CD и DE пятиуголь-
ника ABCDE, Р и Q — середины отрез-
ков MN  и K L  (рис. 99). Докажите, что

Рис. 99

отрезок PQ в четыре раза меньше сто-
роны АЕ  и параллелен ей.

2502. Из медиан ААХ, Б Б Х и СС1 тре- 
угольникаАБС составлен треугольник 
KM N, а из медиан К К 19 М М Х и NNX

треугольника KM N  — треугольник 
PQR. Докажите, что третий треуголь-
ник подобен первому, и найдите коэф-
фициент подобия.

2503. Из произвольной точки М  
внутри равностороннего треугольника 
опущены перпендикуляры М КХ, 
М К 2, М К 3 на его стороны. Докажите,

что M K i + М К 2 + М К з = | МО , где

О — центр треугольника.
2504. Докажите, что сумма квадра-

тов расстояний от какой-нибудь точки 
окружности до вершин правильного 
вписанного треугольника есть величи-
на постоянная, не зависящая от поло-
жения точки на окружности.

2505. Даны точинА ^; ух), Б(д:2; у2) 
и прямая ах  + by + с = 0. Известно, что 
а х г + Ъух + с > 0, а ах 2 + Ъу2 + с < 0. 
Докажите, что точки А и Б  располо-
жены по разные стороны от этой пря-
мой.

2506. Две окружности касаются 
внешним образом в точке А. Прямая, 
проходящая через точку А, вторично 
пересекает окружности в точках Б  и С. 
Найдите геометрическое место сере-
дин отрезков БС.

2507. О — центр правильного мно-
гоугольника А1А2А3..А л, X  — произ-
вольная точка плоскости.

а) Докажите, что

OAi 4- ... + О Ап = 0 .

б) Докажите, что

ХА\ + ... + Х А п

2508. Найдите наименьшее значе-
ние выражения

—>
п • Х о .

\а + Ь\ + J ( a - l ) 2 + ( b - 3 ) 2 .

2509. Точки К  у N, L, М расположе-
ны соответственно на сторонах АВ, 
ВС у CD к  AD выпуклого четырехуголь-

ника ABCD, причем = а,
КВ LC
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= (3. Докажите, что точка

пересечения Р  отрезков KL  и MN де-
лит их в тех же отношениях, т. е. 
М Р =  К Р = п 
PN 9 PL

2510. Какую линию описывает се-
редина отрезка между двумя пешехо-
дами, равномерно идущими по пря-
мым дорогам?

2511. На сторонах треугольника 
ABC  во внешнюю сторону построены 
подобные между собой треугольники

A D B ,B E C k C F E ( ^  = М  = QL = k ;
\DB ЕС FA

Z. ABD = ^  ВЕС = Z. CFA = a  j  . Дока-

жите, что:
1) середины отрезков AC, DC, ВС и 

E F  — вершины параллелограмма;
2) у этого параллелограмма два угла 

равны а, а отношение сторон равно k .
2512. На координатной плоскости 

нарисовали график функции у = х 2, а 
затем стерли оси координат. Восста-
новите их с помощью циркуля и ли-
нейки.

2513. Назовем точку плоскости ра-
циональной, если ее обе координаты — 
рациональные числа. Докажите, что 
если на окружности х2 + у2 = R (R — 
целое) есть хотя бы одна рациональная 
точка, то на этой окружности беско-
нечно много рациональных точек.

12. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

2514. Докажите, что при централь-
ной симметрии окружность переходит 
в окружность.

2515. Докажите, что при централь-
ной симметрии каждый луч переходит 
в противоположно направленный луч.

2516. Пусть две прямые пересека-
ются под углом а. Докажите, что при

повороте на угол а  (в одном из направ-
лений) относительно произвольной 
точки одна из этих прямых перейдет в 
прямую, параллельную другой.

2517. Докажите, что при повороте 
окружность переходит в окружность.

2518. Докажите, что при парал-
лельном переносе окружность перехо-
дит в окружность.

2519. Докажите, что при гомотетии 
окружность переходит в окружность.

2520. Верно ли следующее утверж-
дение: «Если четырехугольник имеет 
ось симметрии, то это либо равнобед-
ренная трапеция, либо прямоуголь-
ник, либо ромб»?

2521. Равнобедренный треуголь-
ник ABC с основанием ВС повернули 
вокруг точки С так, что его вершина А 
оказалась в точке Ах на прямой ВС. 
При этом вершина В  перешла в неко-
торую точку B l9 лежащую с точкой А 
по одну сторону от прямой ВС. Дока-
жите, что прямые АВ и В  ХС параллель-
ны.

2522. На боковых сторонах АВ и АС 
равнобедренного треугольника ABC 
построены вне его равные треугольни-
ки AM В и AN С (AM = AN). Докажите, 
что точки М  и N симметричны относи-
тельно биссектрисы угла ВАС.

2523. Существует ли фигура, не 
имеющая осей симметрии, но перехо-
дящая в себя при некотором повороте?

2524. Докажите, что треугольник 
ABC является правильным тогда и 
только тогда, когда при повороте на 
60° (либо по часовой стрелке, либо — 
против) относительно точки А верши-
на В  переходит в С.

2525. Равнобедренный треугольник 
ABC с основанием ВС  повернули во-
круг точки С так, что его вершина А 
оказалась в точке А 1 на прямой ВС. 
При этом вершина В  перешла в некото-
рую точку В и  лежащую с точкой А по 
одну сторону от прямой ВС. Получен-
ный таким образом равнобедренный 
треугольник А^В^С повернули вокруг


